Országos Középiskolai Tanulmányi Verseny matematikából

2003/2004 11 - 12. évfolyam 3. kategória 1. forduló

1. feladat

Legyen a, b pozitív valós, n pozitív egész. Bizonyítsuk be, hogy
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2. feladat

Álljon a H halmaz véges sok olyan természetes számból, amelyeknek nincs 3-nál nagyobb prímosztója. Mutassuk meg, hogy a H-beli számok reciprokainak az összege 3-nál kisebb.

3. feladat

Tekintsük egy kör három pontja által meghatározott három diszjunkt körívet. Mindegyik ív felezőpontja körül megrajzoljuk a végpontjain áthaladó kört. Bizonyítsuk be, hogy a kapott három kör egy ponton halad át.

4. feladat

Egy földszintes elvarázsolt kastély négyzet alakú, és 2003x2003 egyforma, négyzet alakú szobára oszlik. Oldalszomszédos szobák között ajtók lehetnek. A kapubejárat az északnyugati sarokszobába vezet. A kastélyba belépve bolyongtunk egy darabig, és amikor először visszaértünk az északnyugati sarokszobába, akkor kimentünk a kastélyból. Kiderült, hogy utunk során a délkeleti (és az északnyugati) sarokszoba kivételével mindegyik szobába pontosan százszor léptünk be. Hányszor léptünk be a délkeleti sarokszobába?

5. feladat

Legyenek 
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 valós számok úgy, hogy 
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. Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan k szám, 
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(i) minden 
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, és

(ii) minden 
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