Országos Középiskolai Tanulmányi Verseny matematikából

2002/2003 11 - 12. évfolyam 2. kategória 3. forduló

1. feladat

Az ABC háromszög AB oldalát kívülről érintő hozzáírt kör az AB-t a C' pontban, a BC oldalt kívülről érintő hozzáírt kör BC-t az A' pontban és a CA oldalt kívülről érintő hozzáírt kör CA-t a B' pontban érinti. Az A, B, C csúcsokból induló magasságok felezőpontjai rendre X, Y, Z. Bizonyítsuk be, hogy az XA', YB' és a ZC' egyenesek átmennek a beírt kör középpontján.

2. feladat

Legyen 
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 egész szám. Jelöljük 
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-nel a legnagyobb olyan n-jegyű pozitív egész számot, amely nem állítható elő sem két négyzetszám különbségeként, sem pedig két négyzetszám összegeként.

a) Adjuk meg 
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-et n függvényében.

b) Határozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amelyre 
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 jegyeinek a négyzetösszege négyzetszám.

3. feladat

Egy ABCD szabályos tetraéder három lapja fehér, a negyedik, a D csúccsal szemközti lapja fekete, és a tetraéder az S síkon ezen a fekete lapján áll. A tetraédert gördíthetjük, azaz az S síkon egyik éle körül elforgatva az erre az élre illeszkedő másik lapja fekszik rá az S síkra.

Néhány gördítés után a tetraéder a kiindulási helyén áll. Bizonyítsuk be, hogy ekkor az S síkon levő lapja nem lehet fehér.
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